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Re´sume´ :
L’analyse de stabilite´ globale de plusieurs e´coulements de´colle´s a re´cemment montre´ que le premier
mode global instable e´tait tridimensionnel et stationnaire. Ce re´sultat indique que l’e´coulement de´colle´
doit bifurquer d’un e´tat stationnaire bidimensionnel vers un e´tat stationnaire tridimensionnel. Pour
e´tudier plus pre´cise´ment la nature de cette bifurcation, une analyse de stabilite´ faiblement non line´aire
est re´alise´e. Pour un syste`me pe´riodique dans la direction transverse, l’amplitude du mode global tridi-
mensionnel satisfait une e´quation de Stuart-Landau. Les coefficients de cette e´quation ont e´te´ calcule´s
nume´riquement dans le case de deux configurations d’e´coulements de´colle´s : une marche franche et
une marche arrondie. On montre que la bifurcation est super-critique dans le premier cas, et sous-
critique dans le second. L’e´tude de l’e´coulement de marche arrondie est approfondie en calculant
nume´riquement les solutions stationnaires tridimensionnnelles sous-critiques.
Abstract :
Global stability analyses of several separated flow configurations have revealed that the first unstable
global mode is 3D and stationary. This indicates that the flow bifurcates from a 2D to a 3D steady
flow. To further explore the nature of the bifurcation, a weakly nonlinear analysis is performed. For a
periodic system in the transverse direction the amplitude of the 3D global mode is governed by a real
Stuart-Landau equation. Its coefficients have been computed for a backward facing step and a smooth
backward ramp. We show that the bifurcation is super-critical in the former case and sub-critical in
the latter which is further investigated using 3D stationnary computations.
Mots clefs : stabilite´ globale ; bifurcation ; e´coulements de´colle´s
1 Introduction
Ces dernie`res anne´es, de nombreux travaux se sont inte´resse´s a` la stabilite´ d’e´coulements de´colle´s dans
diverses configurations ge´ome´triques : une marche descendante confine´e [1], une bosse non-confine´e [2]
ou confine´e [3], une plaque plane [4],[7]. Dans toutes ces configurations l’analyse de stabilite´ globale a
montre´ qu’en augmentant le nombre de Reynolds le premier mode instable est tridimensionnel et sta-
tionnaire. Bien que ce re´sultat soit tre`s ge´ne´ral et indique que ces e´coulements bifurquent d’un e´tat sta-
tionnaire bidimensionnel vers un e´tat stationnaire tridimensionnel, tre`s peu d’e´tudes se sont inte´resse´es
a` cette bifurcation ou ont tente´ de calculer cet e´tat stationnaire tridimensionnel [4]. La premie`re rai-
son est sans doute d’ordre nume´rique, le coˆut de calcul des simulations nume´riques tridimensionnelles
e´tant prohibitif. La second raison est d’ordre physique : la plupart des e´tudes expe´rimentales indiquent
que ces e´coulements deviennent instationnaires pour des nombres de Reynolds infe´rieurs au nombre
de Reynolds critique de´termine´ par l’analyse de stabilite´ globale. Ce de´saccord entre les re´sultats
the´oriques et expe´rimentaux a engendre´ de nombreux travaux sur la re´ponse de l’e´coulement soumis a`
un bruit exte´rieur et plus particulie`rement sur la de´termination des perturbations initiales optimales
[5],[6]. Les structures instationnaires observe´es en aval des e´coulements de recirculation re´sulteraient
de la tre`s forte amplification de perturbations re´siduelles pre´sentes en amont. Une autre possibilite´
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(a) (b)
Figure 1 – Configurations ge´ome´triques e´tudie´es : marche arrondie (a) et marche franche (b).
de sce´nario de transition, sugge´re´e dans [1], qui permettrait d’expliquer ce de´saccord est que la bi-
furcation stationnaire est sous-critique et les e´tats stationnaires trdimensionnels sous-critiques sont
eux meˆme globalement instables a` des perturbations instationnaires. Cette e´tude explore ce type de
sce´nario et se concentre essentiellement sur la de´termination des e´tats stationnaires tridimensionnels.
La stabilite´ globale de deux configurations d’e´coulements de´colle´s est e´tudie´e dans la partie 2 puis
une analyse faiblement non line´aire est re´alise´e dans la partie 3. La dernie`re partie 4 est consacre´e au
calcul nume´rique tridimensionnel de la branche sous critique existant dans l’une des confiugurations.
2 Stabilite´ globale de l’e´coulement bidimensionnel
On s’inte´resse dans cette e´tude a` deux e´coulements se de´veloppant sur/entre des parois et de´collant sous
l’effet de variations de leur ge´ome´trie. Dans le premier cas repre´sente´ sur la Figure 1(a), on conside`re
une couche limite se de´veloppant sur une plaque plane de longueur 2 puis rencontrant une marche de
forme arrondie caracte´rise´e par une hauteur h = 1. La forme pre´csie de la ge´ome´trie de cette marche
arrondie se trouve dans la the`se [8]. En aval de cette marche arrondie se trouve une autre plaque plane,
de longueur 30 dans notre e´tude. Dans le second cas repre´sente´ sur la Figure 1(b) on conside`re un
e´coulement se de´veloppant dans un canal de hauteur 1 et de longueur 10. Celui-ci se transforme brus-
quement en un canal de hauteur 2 du fait de la pre´sence d’une marche franche sur la paroi infe´rieure,
caracte´rise´e par une hauteur h = 1. Cette ge´ome´trie correspond a` celle e´tudie´e nume´riquement par
[1]. Ces deux ge´ome´tries peuvent eˆtre conside´re´s comme des e´coulements de marches descendantes,
la premie`re e´tant une marche arrondie et la seconde une marche franche. Il existe cependant deux
diffe´rences notoires entre ces deux e´coulements : le confinement vertical et la forme du profil de vitesse
en amont. Ce dernier est un profil de couche limite pour la marche arrondie et un profil de Poiseuille
pour la marche franche. Dans les deux cas, on se place dans un repe`re carte´sien (x, y, z), ou` x est la di-
rection principale de l’e´coulement, y est la direction verticale et z la direction transversale. Dans cette
dernie`re direction, on conside`re que le domaine est tre`s e´tendu, ne´gligeant ainsi la pre´sence de parois
late´rales. Par la suite toutes les grandeurs physiques sont adimensionne´es en utilisant : la hauteur des
marches comme longueur de re´fe´rence h, la vitesse de l’e´coulement de couche limite amont ou la vitesse
maximale du profil de Poiseuille amont comme vitesse de re´fe´rence u∞. Le nombre de Reynolds est
de´fini a` partir de ces grandeurs de re´fe´rences. L’e´coulement est de´compose´ en un e´coulement de base
bidimensionnel (u0, p0)(x, y) et une perturbation infinite´simale tridimensionnnelle (u
′, p′)(x, y, z). La
direction transverse e´tant une direction homoge`ne du champ de base, on effectue une transformation
de Fourier de la perturbation dans cette direction, puis on suppose que les perturbations obtenues
pour chaque nombre transverse e´voluent exponentiellement en temps. Pour le champ de vitesse cette
de´composition s’e´crit
u(x, y, z, t) = u0 +
∫ (
uˆ(x, y)e(λt+i(kz+ωt)) + c.c.
)
dk (1)
ou` k = 2pi/λk est le nombre d’onde transverse. Un mode global est de´fini par sa structure spatiale
complexe uˆ(x, y), son taux de croissance temporel λ et sa pulsation ω. En introduisant la de´composition
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Figure 2 – Isocontours du taux d’amplification du mode global instable stationnaire dans le plan
(Re, k) pour la marche ronde (a) et la marche franche (b). Les lignes haˆchure´es repre´sentent des
valeurs ne´gatives, les lignes solides des valeurs positives. Les isocontours sont trace´s tous les 0.0002.
(1) dans les e´quations de Navier-Stokes incompressibles, on obtient que les modes globaux ve´rifient un
proble`me aux valeurs propres ge´ne´ralise´ : la valeur propre complexe σ = λ+iω donne le comportement
temporel tandis que le vecteur propre complexe correspond a` la structure spatiale du mode globale.
Dans le cas pre´sent ou` on souhaite de´terminer la stabilite´ du champ de base, seul les modes globaux
de plus grand taux d’amplification sont recherche´s. Le lecteur inte´resse´ par les me´thodes et outils
nume´riques utilise´s pour de´terminer le champ de base stationnaire et re´soudre le proble`me aux valeurs
propres pourra se re´fe´rer a` [9]. La Figure 2 repre´sente les isocontours de λ du mode globale de plus
grand taux d’amplification. Celui-ci est toujours stationnaire (ω = 0). Dans les deux cas on obtient des
diagrammes de stabilite´ tre`s similaires. La courbe marginale de´limitant les zones stables et instables
dans le plan (Re, k) est repre´sente´e par la courbe e´paisse. Les valeurs du nombre d’onde critique kc et
du nombre de Reynolds critique Rec(kc) sont re´sume´es dans le tableau 1.
3 Analyse faiblement non-line´aire
L’analyse faiblement non line´aire est re´alise´e au voisinage de la courbe marginale repre´sente´e sur la
Figure 2. Le nombre d’onde transverse k est fixe´ et le nombre de Reynolds varie faiblement autour de
sa valeur critique Rec(k) selon
1
Re(k)
=
1
Rec(k)
− 2δ (2)
ou`  est le petit parame`tre de l’analyse et δ est un parame`tre d’ordre 1. Les grandeurs de´crivant
l’e´coulement sont alors de´velope´es en fonction du petit parame`tre. Par exemple pour la vitesse on a
le de´veloppement
u = u0(x, y) + 
(
A(2 t) uˆ1(x, y) e
ikz + c.c.
)
+ 2u2(x, y, z) + 
3u3(x, y, z) + · · · (3)
ou` uˆ1(x, y) est le mode global neutre de´termine´ dans la section pre´ce´dente. L’amplitude de ce mode
A′ = A(2 t) est suppose´ eˆtre une fonction lente du temps. L’injection du de´veloppement (3) dans
les e´quations de Navier-Stokes incompressibles et la re´solution successives des proble`mes obtenus a`
chaque ordre . A l’ordre 3, la condition de compatibilite´ permet d’obtenir l’e´quation d’amplitude
dA′
dt
= 2δ λδ0A
′ + λ1A′|A′|2 (4)
dans laquelle les coefficients λδ0 et λ1 sont de´termine´s a` partir des solutions aux ordres pre´ce´dents.
Comme le mode globale est stationnaire et que le proble`me est invariant par syme´trie de re´flexion par
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Marche kc Rec(kc) λ
δ
0 λ1
Arrondie 1.18 497.5 12.74 0.196
Franche 0.875 715 7.069 −0.101
Table 1 – Parame`tres et coefficients de l’analyse faiblement non line´aire
rapport a` l’axe (0z), ces coefficients sont re´els. Les solutions stationnaires de l’e´quation d’amplitude
sont alors la solution triviale A′ = 0 et les solutions non triviales A′ = ±
(
−2δ λδ0/λ1
)1/2
eiφ0 . La
phase φ0 est une constante inde´pendante du temps qui surgit du fait de l’invariance par translation
dans la direction z. Par la suite elle est choisie de sorte que la vitesse transversale respecte la condition
w(x, y, z = 0) = 0. Les deux coefficients ont e´te´ calcule´s nume´riquement, pour les deux configurations
ge´ome´triques, aux points critiques (Rec(kc), kc) de´termine´s dans la section pre´ce´dente. Leurs valeurs
sont donne´es dans le tableau 1. Dans le cas de la marche franche, le coefficient λ1 est ne´gatif ce qui
signifie que le terme non-line´aire a pour effet de saturer la croissance de la perturbation line´aire.
La bifurcation est super critique, les solutions non-triviales existant pour des valeurs du nombre de
Reynolds Re > Rec, ou 
2δ > 0. Au contraire, dans le cas de la marche arrondie, λ1 est positif ce
qui indique que le terme non-line´aire de l’e´quation d’amplitude est de´stabilisant. La bifurcation est
sous-critique, les solutions stationnaires non triviales existant seulement pour Re < Rec (
2δ < 0).
Les solutions stationnaires de l’e´quation d’amplitude sont repre´sente´es sur la Figure 3 en fonction
du nombre de Reynolds. La stabilite´ des solutions stationnaires e´tant facile a` de´terminer, les courbes
solides repre´sentent des solutions stables tandis que les courbes haˆchure´es repre´sentent des solutions
instables. Dans le cas de la marche franche, la solution bidimensionnelle (A′ = 0) devient instable
(a) (b)
Figure 3 – Amplitude du mode global marginal en fonction du nombre de Reynolds pour la marche
ronde (a) et la marche franche (b).
pour Re > Rec alors que les solutions tridimensionnelles A
′ 6= 0 sont stables. Dans le cas de la
marche arrondie, la solution bidimensionnelle (A′ = 0) est e´galement instable pour Re > Rec mais des
solutions tridimensionnelles A′ 6= 0 instables existent pour Re < Rec. Dans ce dernier cas il faudrait
poursuivre le de´veloppement faiblement non line´aire jusqu’a` l’ordre 5 pour de´terminer une e´quation
d’amplitude posse´dant un terme non line´aire saturant. On pourrait ainsi montrer l’apparition d’une
seconde bifurcation de type noeud-col et l’existence de solutions tridimensionnelles stables pour des
nombres de Reynolds infe´rieurs au nombre de Reynolds critique de´termine´ par l’analyse de stabilite´
line´aire. Plutoˆt que de poursuivre ce de´veloppement faiblement non-line´aire dont la validite´ n’est pas
assure´e pour de grands e´carts au nombre de Reynolds critique (2δ d’ordre 1), on a choisi de calculer
nume´riquement ces solutions tridimensionnelles sous-critiques.
4
20e`me Congre`s Franc¸ais de Me´canique Besanc¸on, 29 aouˆt au 2 septembre 2011
Figure 4 – Vitesse transversale des e´coulements tridimensionnels stationnaires au point x1 =
(3, 0.8, λc/4) en fonction de Re.
4 Ecoulement tridimensionnel stationnaire
Dans cette section on s’inte´resse uniquement au cas de la marche arrondie et on recherche des so-
lutions tridimensionnelles stationnaires (u(x, y, z), p(x, y, z)) des e´quations de Navier-Stokes incom-
pressibles. Les analyses mene´es pre´ce´demment conduisent a` rechercher des solutions pe´riodiques dans
la direction transverse et plus spe´cifiquement des solutions de pe´riodes λc = 2pi/kc, ou` kc est le
nombre d’onde critique de´termine´ au cours de l’analyse de stabilite´ line´aire. D’autre part on peut
restreindre l’e´tude a` des solutions admettant les syme´tries suivantes : les champs de vitesses lon-
gitudinales, verticales ainsi que le champ de pression sont syme´triques par rapport au plan z = 0
(u(x, y,−z) = u(x, y, z)), tandis que le champ de vitesse transversale est antisyme´trique par rapport
au plan z = 0 (w(x, y,−z) = −w(x, y, z)). Cette restriction permet de discre´tiser les e´quations sur
des domaines de calcul s’e´tendant dans la direction transverse entre z = 0 et z = pi/kc. Le maillage
tridimensionnel est compose´ d’e´le´ments te´trae´driques. Il est ge´ne´re´ en dupliquant N fois dans la di-
rection transverse le maillage bidimensionnel utilise´ dans les analyses des sections pre´ce´dentes. Les
re´sultats pre´sente´s ci-dessous ont e´te´ obtenus en utilisant N = 24, ce qui correspond a` des maillages
d’environ 700000 te´trae`dres. La discre´tisation spatiale des e´quations est de type e´le´ments finis, des
polynoˆmes d’ordre 2 (respectivement 1) e´tant utilse´s pour les champs de vitesse (resp. pression). La
re´solution du proble`me non line´aire est base´e sur une me´thode de Newton. Pour calculer la branche
sous-critique instable, on a proce´de´ de la fac¸on suivante : pour Re le´ge`rement infe´rieur a` Rec, une
solution approche´e est construite a` l’aide des re´sultats de l’analyse faiblement non line´aire. Cette so-
lution approche´e est ensuite utilise´e pour de´marrer l’algorithme ite´ratif de la me´thode de Newton.
La solution est conside´re´e converge´e lorsque le re´sidu est infe´rieur a` 10−6. Pour calculer la solution
a un nombre de Reynolds infe´rieur, on utilise comme solution initiale de l’algorithme de Newton la
solution pre´ce´demment calcule´e. Il est bien connu que cette me´thode ne permet pas de franchir un
point tournant (bifurcation noeud-col), aussi avons nous imple´mente´ une me´thode pseudo-arclength
afin de de´terminer la branche de solution sous-critique stable. Les re´sultats sont pre´sente´s sur les
Figures 4 et 5. La Figure 4 repre´sente la vitesse transverse au point x1 = (3.0, 0.5, λc/4) en fonction
du nombre de Reynolds. Les symboles repre´sentent les re´sultats de calculs tridimensionnels alors que
la courbe repre´sente les re´sultats de l’analyse faiblement non line´aire. Le point tournant repe´re´ par
le cercle noir est atteint approximativement au nombre de Reynolds Rec2 ≈ 450. Cette valeur de´finit
une nouvelle valeur critique du nombre de Reynolds, infe´rieure au Reynolds critique Rec obtenu par
l’analyse stabilite´ line´aire, pour lequel l’e´coulement peut devenir tridimensionnel. Une visualisation de
ce dernier est repre´sente´e sur la Figure 5, les isocontours de vitesse longitudinale e´tant trace´s dans
des plans verticaux x = cste. On observe que l’e´coulement de recirculation s’intensifie dans le plan
z = 0 et que la longueur de la zone de recirculation augmente par rapport au cas bidimensionnel
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Figure 5 – Visualisation de l’e´coulement tridimensionel au point tournant Re ≈ 450. Isocontours de
vitesse longitudinale.
non repore´sente´ ici. A l’inverse, dans les plans z = ±λ/2, les vitesses de recirculation diminuent tre`s
fortement et la longueur de zone de reciruclation e´galement. Cette intensification de l’e´coulement de
retour a un inte´reˆt vis-a`-vis de la stabilite´ de l’e´coulement tridimensionnel a` des perturbations insta-
tionnaires. Les travaux de stabilite´ local de [10] portant sur la transition instabilite´ convective/absolue
pour des profils d’e´coulements de retour ont montre´ que celle-ci se produisait pour des vitesses de re-
circulation e´gale approximativement a` 30% la vitesse maximale. On observe sur la Figure 5 que les
vitesses de reciruclation sont de cet ordre de grandeur. On peut donc s’attendre a` ce que la solution
tridimensionnelle sous-critique devienne globalement instable a` des perturbations instationnaires. Une
analyse de stabilite´ globale tridimensionnnelle devrait eˆtre re´alise´e pour e´tudier la stabilite´ secon-
daire et de´terminer si un sce´nario de transition de type (bifurcation stationnaire 3D sous-critique -
bifurcation instationnaire 3D) est envisageable.
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